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Resumen
Desde la visio´n de un psico´logo cognitivo se puede proponer, en el apren-
dizaje y uso de la aritme´tica para el dominio del a´lgebra escolar, algo ma´s
que una renovacio´n curricular que contemple la incorporacio´n de te´cnicas y
programas extensivos y de investigacio´n, que permitan desde los primeros
grados escolares, como muchos autores ya parecen proponerlo de otras ma-
neras menos expl´ıcitas (Carpenter y Levi, 2000). Los problemas estudiados
en numerosas investigaciones (Booth, 1984; Kieran, 1983; Wagner, 1981) se
han centrado en el hallazgo de las posibilidades y l´ımites de los estudiantes
respecto al contenido que el a´lgebra exige para su aplicacio´n, sin recono-
cer que desde varios estudios pioneros en el ana´lisis de la comprensio´n del
a´lgebra en la escuela primaria (Davis, 1975; Clement, 1982; Clement et al.,
1981) y otros en dida´cticas de las matema´ticas (Gasco´n, 1998) se pueden
sustentar cambios, con la seguridad de proponer que la bu´squeda de medios
pedago´gicos que permitan enriquecerlo no se detenga y que toda empresa
que contemple una reforma que acoja una propuesta investigativa desde el
aula, deba fomentarse.
1. Introduccio´n
Intentare´ desde la visio´n de un psico´logo cognitivo proponer algo ma´s que una
renovacio´n curricular que contemple la incorporacio´n de te´cnicas y programas ex-
tensivos y de investigacio´n, que permitan desde los primeros grados escolares, el
aprendizaje y uso de la aritme´tica para el dominio del a´lgebra escolar como mu-
chos autores ya parecen proponerlo de otras maneras menos expl´ıcitas (Carpenter
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y Levi, 2000). Los problemas estudiados en numerosas investigaciones (Booth,
1984; Kieran, 1983; Wagner, 1981) se han centrado en el hallazgo de las posibili-
dades y l´ımites de los estudiantes respecto al contenido que el a´lgebra exige para
su aplicacio´n, sin reconocer que desde varios estudios pioneros en el ana´lisis de
la comprensio´n del a´lgebra en la escuela primaria (Davis, 1975; Clement, 1982;
Clement et al., 1981) y otros en dida´cticas de las matema´ticas (Gasco´n, 1998)
se pueden sustentar cambios, con la seguridad de proponer que la bu´squeda de
medios pedago´gicos que permitan enriquecerlo, no se detenga y que toda empresa
que contemple una reforma que acoja una propuesta investigativa desde el aula,
deba fomentarse.
A pesar de esta iniciativa, nuestro medio escolar no cuenta con la suficiente ex-
periencia investigativa y la conciencia pedago´gica para soportar tales cambios.
Bajo esta perspectiva es urgente considerar, dentro de los problemas a resolver,
los siguientes interrogantes:
¿Co´mo puede realizarse el paso de la aritme´tica al a´lgebra de manera que afecte
el curr´ıculo, al menos en el a´rea de las matema´ticas?
¿Cua´l puede ser el contenido de dicha reforma?
¿Co´mo aproximar la investigacio´n a la pra´ctica en el aula?
¿Co´mo debe evaluarse el cambio en los procesos de ensen˜anza y aprendizaje dentro
de una reforma de tal naturaleza?
Estos interrogantes sera´n asumidos al interior del contenido de la presente po-
nencia.
2. Primeras consideraciones
Debido a la intencio´n de presentar en un evento sobre aritme´tica una perspectiva
del paso en la escuela de e´sta al a´lgebra, es necesario iniciar por el punto de
llegada: el a´lgebra. Es conocido en algunos medios acade´micos un estudio que
realizo´ y presento´ en el 2001 el ICMI (International Commission on Mathematical
Instruction) en el marco de un evento en la Universidad de Melbourne (Australia)
titulado The Future of the Teaching and Learning of Algebra.
La intencio´n de este estudio es que la palabra “A´lgebra”se interprete de manera
que abarque la diversidad de definiciones que circulan en sistemas escolares de
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varios pa´ıses, extendie´ndose ma´s alla´ del plan de estudios o curr´ıculo esta´ndar de
algunos de estos sistemas. Esta interpretacio´n describe al a´lgebra como un idioma
para la generalizacio´n, abstraccio´n y prueba; igualmente asume al a´lgebra como
una herramienta para resolver problemas por medio de ecuaciones o graficas;
para modelar con funciones y para comprender la manera como se usan s´ımbolos
e ideas en otras partes de las matema´ticas y otras a´reas acade´micas.
El estudio expone varias razones por las cuales es oportuno enfocar los esfuerzos
curriculares y escolares en el futuro de la ensen˜anza y aprendizaje del a´lgebra.
Sen˜alan a nuestros d´ıas como punto cr´ıtico donde es deseable reflexionar y realizar
acciones a partir de lo que se ha logrado y se espera lograr, lo que debe hacerse y lo
que puede hacerse en relacio´n con dicha problema´tica. Para el informe, en muchos
pa´ıses es creciente el nu´meros de estudiantes que reciben una educacio´n secundaria
y esto esta´ causando que gran parte del curr´ıculo de las matema´ticas sea revisado.
Sin duda para el a´lgebra, quiza´s ma´s que para otras partes de las matema´ticas, se
elevan consideradas preocupaciones sobre la equidad y la relevancia de sus temas.
Como el lenguaje matema´tica ma´s elevado, el a´lgebra puede significar el puente
hacia universos matema´ticos y conceptuales ma´s significativos, pero a menudo se
transforma en una pared que bloquea los caminos a muchos otros.
De hecho, un curr´ıculo para las matema´ticas que en los an˜os por venir sirva de
manera adecuada a nuestros estudiantes, puede parecer muy diferente a los que
disen˜amos y en muchos casos recorrimos hace algunos an˜os. La disponibilidad cre-
ciente de computadoras y calculadoras, con alguna probabilidad, cambiara´n el uso
y aplicacio´n de las matema´ticas tanto en la escuela como en otros contextos. Al
respecto, el estudio del ICMI sen˜ala que al tiempo que estas tecnolog´ıas desaf´ıan
el volumen de contenidos de ensen˜anza, la revolucio´n tecnolo´gica podra´ mantener
perspectivas que ofrezcan nuevas formas de comprensio´n y aprendizaje.
Sin embargo y como primera distancia que un psico´logo cognitivo puede tomar
ante este tipo de propuestas, estos medios tecnolo´gicos nos ofrecen una ilusio´n
que solo puede resolverse a trave´s de mayor investigacio´n sobre el impacto de
las NTCI1 en el aprendizaje de los estudiantes. Los estudios actuales no resultan
para nada concluyentes sobre los efectos del medio informa´tico y queda mucho
que resolver sobre como cualquier conocimiento espec´ıfico puede fortalecerse a
trave´s de estas herramientas, no solo con estas herramientas (Mart´ı, 1993).
1La revisio´n del impacto en la ensen˜anza de las Nuevas Tecnolog´ıas de la Comunicacio´n y
la Informacio´n (NTCI) para las matema´ticas, puede iniciar con el cla´sico art´ıculo “Technology
and Mathematics Education”(1988) de James Kaput que aparece en el Handbook of teaching
and learning of mathematics.
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A continuacio´n sugiero otras dudas sobre algunas propuestas que como el nombra-
do informe del ICMI, permiten una recomendacio´n especial sobre la investigacio´n
de objetos matema´ticos espec´ıficos y no la acumulacio´n de temas de acercamiento
entre la aritme´tica y el a´lgebra.
3. Dudas sobre la organizacio´n de temas (orga-
nizing themes) como articulador del paso de
la aritme´tica al a´lgebra
Otro notable grupo de investigacio´n2 que estudia el paso de la aritme´tica al
a´lgebra en la escuela, presenta la organizacio´n de temas como una oportunidad
de mejorar las condiciones en la escuela para el paso de la aritme´tica al a´lgebra
escolar. Estos temas u organizadores conceptuales se han seleccionado, segu´n el
estudio de la NTCM y a mi parecer de manera muy ambiciosa, para dar coherencia
a los curr´ıculos, desarrollarlos, implementarlos e incluso para servir de objetos de
investigacio´n. Entre otros temas, el informe del estudio nombra las Funciones y
Relaciones, Modelizacio´n, Estructuras, Lenguaje y Representacio´n. Sin entrar a
discutir de manera profunda esta propuesta, las definiciones de estos temas resulta
al menos compleja y extran˜a: no puedo ma´s que emitir dudas sobre la pertinencia
para la investigacio´n de objetos en relacio´n con el curr´ıculo de las matema´ticas, de
dos de estos temas tan generales e inespec´ıficos como las estructuras de sistemas
simbo´licos y el lenguaje y los feno´menos de representacio´n presentados desde una
perspectiva comunicativa.
Un gran riesgo de propuestas de esta naturaleza es la “aritmetizacio´n del a´lgebra
escolar” (Gasco´n, 1999). De manera resumida, este es un feno´meno que con-
siste en identificar el a´lgebra escolar con el lenguaje algebraico, entendiendo este
proceso como la generalizacio´n de un presunto “lenguaje aritme´tico”y en conside-
rar el “pensamiento algebraico”como la extensio´n de un supuesto “pensamiento
aritme´tico”al que se contrapone, pero del que depende, de manera absoluta y uni-
lateral. As´ı, en la medida que una institucio´n docente identifica el a´lgebra escolar
con la aritme´tica generalizada, la actividad algebraica se reduce a una activi-
dad aritme´tica en la que, adema´s de la representacio´n de nu´meros concretos, se
utilizan letras (ya sea como representacio´n de nu´meros desconocidos espec´ıficos,
como representacio´n de nu´meros generalizados o como variables). Este feno´meno
tiene consecuencias lamentables, entre las que se destaca la significacio´n de al-
2The Algebra Working Group del NTCM (National Council of Teachers of Mathematics)
390
El Futuro en la Escuela del Paso de la Aritme´tica al A´lgebra . . .
gunos resultados de las operaciones aritme´ticas, bajo una interpretacio´n cultural
(precio por unidad, velocidad, volumen, frecuencia, etc.) al parecer, porque en la
aritme´tica escolar se combinan pocas magnitudes simulta´neamente y esta´n rela-
cionadas de forma tan sencilla y ambigua que su construccio´n retraza y entorpece
los procesos de dominio algebraico en secundaria.
La necesidad del dominio de te´cnicas algebraicas, permiten poner en relacio´n
muchas ma´s variables a la vez y relacionarlas de una forma mucho ma´s com-
pleja, lo que permite que “aparezcan muy ra´pidamente magnitudes compuestas
que no pueden ser interpretadas por la cultura corriente, por ejemplo ¿co´mo de-
nominar el producto de un peso por una velocidad dividido por la ra´ız cuadrada
de un coste en pesetas?”(Gasco´n y otros, 1998). Si, copiando a la aritme´tica, se
quiere preservar el sentido del resultado de las operaciones algebraicas: “se acaba
eliminando las magnitudes y reduciendo la actividad algebraica a una actividad
puramente nume´rica donde la estructura de las relaciones y por tanto, el a´lgebra
como instrumento de modelizacio´n3 , pasa inadvertida”(Gasco´n, 1999). De es-
tas consideraciones, surge el interrogante: ¿Es posible la introduccio´n del a´lgebra
elemental en un marco diferente del marco aritme´tico habitual en el que lo alge-
braico es considerado como un epifeno´meno de lo nume´rico? Cualquier aportes
conceptual, metodolo´gico o emp´ırico que contribuyan a la reformulacio´n de este
interrogante final, a partir de la aplicacio´n activa de herramientas algebraicas4,
podr´ıa ser, especulativamente, una posibilidad viable.
Es debido a esto y limitando esta ponencia a entregar algo de utilidad para con-
tribuir a la transicio´n de la aritme´tica al a´lgebra en la escuela, que a continuacio´n
identifico dos puntos centrales: primero, una propuesta de investigacio´n educativa
que transforme el paradigma de investigacio´n en el aula por uno desde el aula y
segundo, algunos objetos de investigacio´n en la aritme´tica escolar con el objetivo
de sen˜alar puentes que permitan el paso de nuestros estudiantes hacia el a´lgebra.
3Desde esta perspectiva, Gasco´n y otros (1998) dentro de la Ensen˜anza Secundaria Obligato-
ria, no hablara´ del “a´lgebra”para designar una organizacio´n matema´tica escolar relativamente
independiente, como puede ser la “geometr´ıa”o la “aritme´tica”. Dice el autor: “Nuestra carac-
terizacio´n inicial del a´lgebra escolar se basa en su consideracio´n como un instrumento gene´rico
de modelizacio´n de la actividad matema´tica que puede afectar a cualquier organizacio´n pre-
viamente construida. Sera´ el desarrollo posterior de este instrumento el que dara´ lugar a la
emergencia de organizaciones matema´ticas auto´nomas en torno al estudio de las “estructuras
algebraicas”la llamada “A´lgebra moderna”(pag. 8).
4Una herramienta algebraica es todo material, situacio´n y actividad que permitan la trans-
formacio´n del a´lgebra como a´rea matema´tica independiente y fragmentada, en A´lgebra como
“un instrumento gene´rico de modelizacio´n de la actividad matema´tica” (Gasco´n y otros, 1998;
Pa´g. 8).
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4. Base para propuestas de investigacio´n desde
el aula
Tener un conocimiento adecuado de algo no implica tener el conocimiento ade-
cuado para ensen˜arlo. Esta ruptura se hace fundamental cuando observamos, en
ciertas a´reas de conocimiento espec´ıfico dentro de contextos escolares, la relacio´n
entre estudiante y maestro en una lamentable situacio´n que puede denominarse
como “del ciego guiando al ciego”(Campbell, 2001)
La manera ma´s recurrente de asumir el trabajo investigativo proviene de la for-
ma tradicional de investigacio´n que puede denominarse “Imitacio´n metodolo´gi-
ca”(Tabla 1). Esta forma tradicional soporta creencias que apoyan la accio´n do-
cente sobre una especie de labor “tecnolo´gica”, es decir, caracterizada por aplicar
los hallazgos producidos en el campo de las ciencias sociales o humanas, u otras
ciencias, al contexto educativo. As´ı, los conocimientos producidos por disciplinas
como la psicolog´ıa y la sociolog´ıa, son “aprendidos”por el profesor para ser “apli-
cados”y posteriormente examinar la consecuencia practica de tales teor´ıas, veri-
ficadas o rechazadas de acuerdo con los resultados acade´micos de los estudiantes.
De esta manera el docente se asume a s´ı mismo “como un tecno´logo y no como un
constructor de conocimiento cient´ıfico sobre los feno´menos educativos”(Zapata,
2001; p.16).
Este mismo autor (Zapata, 2001) agrega al respecto que:
“Ciertamente este podr´ıa ser un aspecto del trabajo docente, pero sesga y mini-
miza la capacidad de los docentes para producir teor´ıa educativa. La teor´ıa educa-
tiva no consiste en la formulacio´n de un conjunto de enunciados y prescripciones
sobre como deben adaptarse los hallazgos de diversas ciencias al contexto educa-
tivo, sino en la formulacio´n de principios de acuerdo y accio´n, que sustentados
a trave´s de la investigacio´n cient´ıfica en educacio´n, provean teor´ıas (principios,
procedimientos, te´cnicas, instrumentos) que orienten el trabajo de quienes se ocu-
pan de una u otra forma de producir prescripciones sobre lo que debe hacerse o
saberse en educacio´n sin estar en contacto directo con el sistema educativo”(p.17)
- e´nfasis del autor - En te´rminos no solo ideales sino necesarios para la transfor-
macio´n educativa que esperamos, quien formule una teor´ıa educativa no pueden
continuar estando alejado o siendo ajeno a las situaciones del aula. Los labora-
torios que permiten la emisio´n de juicios que afectan la toma de una decisio´n
respecto al empleo de una determinada estrategia de ensen˜anza o a una interven-
cio´n efectiva sobre una dificultad en la construccio´n de un conocimiento, son las
aulas de cada docente. A partir de estas reflexiones y experiencias, el producto
de su ana´lisis profundo es el material primigenio y fundamental del trabajo colec-
tivo que supone la interaccio´n con distintos grupos o culturas de la institucio´n
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escolar; son precisamente los profesores quienes deben generar sus conocimientos
“teo´ricos y pra´cticos”no con investigaciones en el aula, sino desde el aula.
Forma tradicional de
ensen˜anza
Profesor investi-
gador (1):Forma
tradicional de inves-
tigacio´n(Imitacio´n
metodolo´gica)
Profesor investigador
(2):Modalidad de
investigacio´n desde
el aula (Articulacio´n
acade´mica)
Trabaja aislado ante un
trabajo acade´mico desde
el aula
Trabaja aislado ante un
trabajo acade´mico desde
el aula
Trabaja en el aula for-
mando parte de un grupo
acade´mico que se reu´ne
regularmente
Reflexiona sobre su prac-
tica de vez en cuando
Reflexiona sobre su prac-
tica. Selecciona hipo´tesis
que aplica como me´todos
de ensen˜anza
Reflexiona sistema´tica-
mente sobre su practica
No recurre a asesores ex-
ternos
Puede pedir ayuda a un
asesor
De manera constante re-
curre a un asesor o com-
pan˜ero critico
No recoge datos de forma
sistema´tica
Recoge datos de forma
sistema´tica
Recoge datos sistema´tica
y organizadamente: de-
scubre regularidades y
ausencias
No hace informes escritos
que sean producto de sus
indagaciones
Analiza los datos para
verificar o falsear
hipo´tesis (Uso veri-
ficativo del registro)
Analiza datos y gen-
era hipo´tesis que se dis-
cuten y exponen ante
una comunidad cient´ıfica
o experta (Uso activo y
dina´mico del registro)
Incorpora de vez en cuan-
do las reflexiones a la
practica
Escribe informes organi-
zados abiertos a criticas
Redacta informes inde-
pendientes de indagacio´n
continua y art´ıculos o
textos abiertos a cr´ıticas
Espera contribuir al des-
cubrimiento de leyes
Incorpora las reflexiones
de modo sistema´tico
y busca el perfec-
cionamiento contrastan-
do hipo´tesis en el plano
institucional
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5. Marco conceptual y experiencia con objetos
de investigacio´n en la aritme´tica escolar
Un intere´s reciente sobre la comprensio´n de sistemas nume´ricos, ha estado dirigido
hacia los modelos mentales que reflejan la estructura conceptual del sistema de
numeracio´n y el valor de posicio´n (Boulton-Lewis, 1992), las relaciones entre la
ensen˜anza y el aprendizaje de conceptos asociados con la comprensio´n del nu´mero
(Hiebert & Wearne, 1992), la bu´squeda de “landmarks”en la comprensio´n del
nu´mero (Rubin & Russell, 1992; Thomas, 1992; Thomas, 1996) y perspectivas
que relacionan la operacio´n multiplicativa y el dominio del sistema de notacio´n
decimal (Orozco, 1997).
Sin embargo, los modelos e hipo´tesis que pueden relacionar a estas investiga-
ciones, se organizan por lo general y de manera especulativa, con la integracio´n de
tres dominios espec´ıficos que figuran en modelos conexionistas de procesamiento
nume´rico (Dehaene & Cohen, 1995): (1) un dominio de los formatos de repre-
sentacio´n verbal escrita y hablada, (2) un dominio representacional y analo´gico
de habilidades ba´sicas para la formacio´n del concepto de nu´mero y finalmente, (3)
un dominio operacional que no so´lo se aplica de manera estrate´gica o heur´ıstica,
sino que adema´s puede identificar las propiedades de las operaciones aritme´ticas
formales.
Otra manera tripartita de considerar la formacio´n conceptual del nu´mero se halla
en el modelo de Red de Soporte Conceptual (conceptual-support net) de Fuson
(1998). En este modelo los tres componentes son: referentes de cantidad, palabras
y notaciones. Estos tres componentes se presentan en al menos tres contextos: el
del mundo-real, el de las matema´ticas y el de los significados. Segu´n su autora
(Fuson, 1998, p.161), este modelo permite reconocer una diferencia notable entre
el tipo de estructura lingu¨´ıstica nume´rica de una lengua particular y los me´todos
de resolucio´n de problemas aditivos con numerales de 2 d´ıgitos. Sin embargo, el
modelo no aporta mayor evidencia experimental de que tal diferencia afecte la
comprensio´n del nu´mero ni el dominio del SNBD.
A partir de los modelos conexionistas y el modelo de Fuson (1998), podemos
revisar investigaciones recientes inscritas de manera arbitraria y con un objetivo
particular: sen˜alar una problema´tica sobre la comprensio´n del nu´mero natural y
su relacio´n con las operaciones aritme´ticas ba´sicas, los formatos de representacio´n
verbal y ara´bigo y, algunas habilidades ba´sicas para la formacio´n del concepto de
nu´mero natural. En este sentido, limitare´ esta revisio´n a la operacio´n aditiva
y su relacio´n con tres dominios ya nombrados: el dominio de operaciones con
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naturales, el dominio de los formatos verbal y ara´bigo y por u´ltimo, el domino
de habilidades ba´sicas para la formacio´n del concepto de nu´mero natural. Previo
a esta revisio´n sen˜alare´ de manera resumida la relacio´n entre los procesos de
reificacio´n (Sfard, 1998) y el sentido operacional (Picciotto and Wah, 1993) como
nociones necesarias para comprender la direccio´n inicial de estudios que el Grupo
de Matema´ticas y Cognicio´n de la Universidad del Valle se propone realizar como
parte de un programa de investigacio´n institucional.
6. Reificacio´n y Operation Sense
El aprendizaje de las matema´ticas puede parecer para algunos autores (Sfard,
1998) como una actividad asombrosamente comprimible: “usted puede esforzarse
un tiempo largo, paso a paso, para trabajar a trave´s de algu´n proceso o idea
desde varios acercamientos. Pero una vez usted realmente lo entiende y tiene
la perspectiva mental para verlo en conjunto, hay una tremenda condensacio´n5
mental”.
Si la “condensacio´n”se traduce, segu´n Sfard (1998), como un acto de reificacio´n,
es decir como una transicio´n de un estado, acto o proceso operacional (process-
oriented) a una estructura o representacio´n (object-like) de un concepto6 , este
corto pasaje puede ofrecer los aspectos ma´s importantes de este intrincado pro-
ceso. Primero, muestra que nosotros debemos tener un buen conocimiento de
un proceso matema´tico para poder llegar a su concepcio´n estructural. Segun-
do, implica que la reificacio´n hace mucho por nuestra comprensio´n de algunos
conceptos y por nuestra habilidad de trabajar con ellos. Tercero, dice que la
reificacio´n a menudo viene despue´s de un largo proceso. Varios estudios en edu-
cacio´n matema´tica e historia de las matema´ticas (Breidenbach, Dubinsky, Hawks,
& Nichols, 1992; Sfard, 1992; Sfard & Linchevski, 1994) confirman esta u´ltima
afirmacio´n: sugieren que si nosotros estamos hablando sobre funciones, nu´meros,
espacios lineales o conjuntos formales, la reificacio´n es dif´ıcil de lograr.
La fuente principal de esta dificultad inherente es para Sfard, la naturaleza cir-
cular de nuestra comprensio´n, que´ en el caso espec´ıfico de las matema´ticas la
autora lo denomina “el c´ırculo vicioso de la reificacio´n”. Este se define as´ı: por
un lado, uno no puede realizar las acciones (por ejemplo ciertos funcionamientos
aritme´ticos) en objetos matema´ticos (los nu´meros naturales), sin antes construir
5Cursivas nuestras.
6Segu´n la propia Sfard (1998): “No tiene que ser traducido de esta manera, pero tal inter-
pretacio´n es consonante con el termino concepciones estructurales”- structural conceptions.
395
Memorias XV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica
estos objetos; por otro lado, uno no puede construir los objetos antes de operar
con ellos.
Sin embargo, una alternativa para resolver tal discusio´n, puede hallarse en la
propuesta del profesor Henri Picciotto de la Urban School of San Francisco. El
sen˜ala que el nu´cleo de los procesos necesarios para el desarrollo desde los inicios
intuitivos y escolares de las matema´ticas es el sentido operacional - Operation
sense. Este ser´ıa el principal v´ınculo entre el sentido nume´rico, el sentido funcional
y el sentido simbo´lico de las matema´ticas. De acuerdo con esta perspectiva, la
manera de comprender matema´ticamente una secuencia como 5, 8, 11, 14, ..., a
trave´s de dichos componentes ser´ıa:
El Sentido nume´rico incluira´ la habilidad para reconocer una adicio´n rei-
terada y una relacio´n con la multiplicacio´n en tal secuencia.
El Sentido simbo´lico incluira´ la habilidad para expresar y reconocer la mis-
ma secuencia en una forma como a + nd, o para este caso 5 + 3n.
El Sentido funcional incluira´ la habilidad para reconocer la relacio´n entre
esto y la funcio´n linear y = mx+ b, en este caso y = 3x + 5.
Segu´n este autor, nada de esto ser´ıa posible sin una so´lida comprensio´n de la
adicio´n y la multiplicacio´n, sus relaciones estructurales y su uso aplicado en di-
versas situaciones. Resumiendo a Picciotto & Wah (1993), la comprensio´n de las
operaciones son el fundamento del sentido nume´rico, funcional y simbo´lico de las
matema´ticas.
Esta propuesta implica que la medicio´n del sentido operacional se realice en te´rmi-
nos del dominio de las reglas generales o propiedades de la adicio´n (p.e., Conmu-
tatividad y Asociatividad) en relacio´n con los dominios espec´ıficos de la adicio´n
con naturales, los formatos verbal y ara´bigo, entre otros co´digos semio´ticos, y las
habilidades ba´sicas para la formacio´n del concepto de nu´mero natural.
7. Dominio de operaciones con naturales
En palabras de Kamii (1985): “Segu´n Piaget, el nu´mero es una s´ıntesis de dos
tipos de relaciones que el nin˜o establece entre objetos (mediante la abstraccio´n
reflexionante). Una es el orden, y la otra, la inclusio´n jera´rquica”. Y ma´s adelante,
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explica: “La abstraccio´n reflexionante comporta la construccio´n de relaciones en-
tre objetos. Las relaciones no tienen existencia en la realidad exterior, so´lo existen
en el pensamiento de quienes las puedan establecer entre los objetos. Los nu´meros
no se aprenden mediante la abstraccio´n emp´ırica de conjuntos que ya existen, sino
mediante la abstraccio´n reflexionante a medida que el nin˜o construye relaciones”.
Con esta descripcio´n, el marco de las relaciones que consolidan la construccio´n
del concepto de nu´mero puede llegar a ser todo lo amplio que se quiera. Pero
el hecho concreto es que los seguidores de Piaget han centrado su atencio´n en
la consolidacio´n del concepto de nu´mero en las acciones de contar correctamente
(empleando los te´rminos de la secuencia nume´rica), en la cardinacio´n de conjuntos
y en la asimilacio´n de la regla de cardinacio´n y del principio del orden irrelevante.
Todos estos hechos, te´cnicas y conceptos son muy importantes e imprescindibles
en la adquisicio´n de los conceptos relativos al nu´mero natural, pero no lo agotan.
Las relaciones que se pueden considerar son variadas, al igual que los contextos
de empleo de los te´rminos nume´ricos.
De hecho, otra posicio´n sobre la construccio´n y adquisicio´n del concepto de
nu´mero natural se interesa por el cara´cter operatorio de los mismos y pretende
no limitarse en el estudio de la simbolizacio´n de las cantidades mediante los nu-
merales o materiales concretos adecuados para tal fin.
As´ı, Castro y otros (1996) sustentan que “La Aritme´tica surgio´ en cada caso junto
con un sistema de numeracio´n y para satisfacer unas necesidades primordiales, no
so´lo de recuento sino tambie´n operatorias; con los nu´meros no so´lo se simbolizan
cantidades, tambie´n las acciones, relaciones y transformaciones cuantitativas, que
pueden realizarse sobre los objetos tienen un reflejo en las operaciones nume´ricas”.
El intere´s del nu´mero es que se trata de un concepto operatorio, en un doble
sentido.
Por una parte el nu´mero expresa simbo´licamente determinadas caracter´ısticas
del mundo real, en particular la cantidad, el orden y la medida. Sobre los obje-
tos reales, y relacionado con la cantidad, hay acciones ba´sicas: agregar, separar,
reiterar y repartir, que expresan multitud de transformaciones con los objetos.
Tambie´n entre objetos se pueden establecer relaciones como comparar, igualar,
determinar las veces que uno abarca a otro, etc. Se trata de operaciones en el sen-
tido f´ısico del te´rmino, pero tambie´n en el sentido psicolo´gico en cuanto conjuntos
de acciones coordinadas y reversibles. Pues bien, este cu´mulo de acciones sobre
el mundo real tiene su expresio´n simbo´lica correspondiente en las operaciones
nume´ricas ba´sicas: suma, resta, producto y divisio´n.
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Las operaciones nume´ricas son las que dan potencialidad al nu´mero: sin ellas,
dice Vergnaud (1979) “el concepto de nu´mero podr´ıa incluso no existir”.
Por otro lado, las operaciones, mediante unos pocos principios, establecen una red
de conexiones entre los distintos nu´meros. Se convierte as´ı el concepto de nu´mero
en un concepto operatorio y el sistema de los nu´meros naturales aparece dotado
de una estructura respecto de las operaciones fundamentales: adicio´n y multipli-
cacio´n, con unas peculiaridades derivadas de las operaciones inversas: sustraccio´n
y divisio´n. Sin embargo, un ana´lisis de la operacio´n aditiva desde un punto de
vista formal (Vealer, 1982, citado por Maza, 1991) nos permite inferir que para
extender la suma hacia la construccio´n de la resta como operacio´n inversa, es
necesario definirla como operacio´n unitaria y no como operacio´n binaria, pues
el cara´cter esta´tico de esta u´ltima, dificulta establecer una relacio´n entre suma y
resta. Debido a esto, las investigaciones que asumen al conteo como una estrategia
particular de resolucio´n de problemas aditivos (Nu´nez y Bryant, 1996; Serrano
y Denia, 1987) no conducen a condiciones suficientes como para mantener sus
disen˜os y me´todos de ana´lisis.
Retomando la posicio´n de Castro y otros (1996), este doble cara´cter de las ope-
raciones: expresio´n de las acciones con los objetos y las cantidades -sentido real
de cada operacio´n- y sistema de relaciones interno dentro del conjunto de los
nu´meros -aspecto formal de cada operacio´n-, esta´ presente durante toda la etapa
de aprendizaje de las mismas, y tambie´n en la utilizacio´n y aplicacio´n posterior.
Por tanto, desde el sentido real y posiblemente psicolo´gico de cada operacio´n,
una operacio´n “puede caracterizarse como la coleccio´n de todos los modelos que
la representan”(Vest, F. 1969). Son muchos los modelos posibles que se pueden
considerar para cada operacio´n ya que son distintas las variables que pueden com-
binarse. Por un lado esta´n los distintos contextos nume´ricos; por otra parte hay
que considerar si el modelo es esta´tico e incluye so´lo estados, o bien es dina´mico
y comprende tambie´n operadores; el modelo puede ser gra´fico o f´ısico y en cada
uno de esos casos los materiales utilizados pueden variar.
De cualquier manera, el intere´s principal de esta presentacio´n se halla en la inda-
gacio´n de propiedades ba´sicas del conocimiento nume´rico a partir del estudio del
dominio de la operacio´n aditiva en nin˜os de diferentes edades. Este intere´s puede
ofrecer aportes significativos en el estudio de la comprensio´n del nu´mero natural,
principal propo´sito de investigacio´n del Grupo de Matema´ticas y Cognicio´n.
Un estudio que presenta una metodolog´ıa muy cercana (Charron & Ducloy, 1996),
revela un camino que debe refinarse a trave´s de herramientas como el ana´lisis de
tareas y el reconocimiento de ı´tems que pueden permitir una apreciacio´n ma´s
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adecuada de la comprensio´n del sistema de numeracio´n en base 10 con relacio´n
en la construccio´n del nu´mero natural.
8. Dominio de formatos semio´ticos
Investigaciones ma´s recientes sustentan como dentro de actividades de resolucio´n
de problemas aritme´ticos, la evolucio´n simbo´lica expresada en las modalidades de
representacio´n gra´fica que el nin˜o hace de las cantidades presentes en un problema
aritme´tico, parece no tener relacio´n con la evolucio´n presente en la construccio´n de
los sistemas de representacio´n notacional, que pueden llegar a utilizar los nin˜os de
manera simulta´nea, sin reconocimiento del sentido simbo´lico de la representacio´n
convencional (Giraldo, 2001). Establecer una relacio´n entre la escritura y las
habilidades para monitorear la actividad consciente, es una necesidad evolutiva
de procesos cognitivos superiores; probablemente es en esta relacio´n donde se
construye no solo el significado nume´rico que permite conceptuar toda actividad
matema´tica avanzada, sino las relaciones semio´ticas que gobiernan la aprensio´n
de objetos de razonamiento diversos.
Frente al dominio de algunos formatos de expresio´n y representacio´n de los
nu´meros naturales y otros sistemas nume´ricos, el formato verbal (escrito y habla-
do) y el ara´bigo o indo-ara´bigo (por inclusio´n del 0 y otros signos), son los ma´s
estudiados de forma cient´ıfica por disciplinas tan diversas como la lingu¨´ıstica,
la neurolog´ıa y la psicolog´ıa cognitiva (Ellis, 1992; Spalding & Zangwill, 1950;
Wynn, 1992).
Sin embargo, pocos estudios han tenido controles adecuados en procesos rela-
cionados con el dominio coherente y sistema´tico de estos formatos. Un proceso
fundamental en el estudio de esta relacio´n entre el formato verbal y el indo-ara´bi-
go, es el de transcodificacio´n (McCloskey & Caramazza, 1987). Este proceso es
recientemente valorado dentro del estudio de la comprensio´n y construccio´n del
nu´mero natural y en especial, en el dominio del Sistema de notacio´n en base 10
(Orozco & Hederich, 2002).
Respecto a la funcio´n del dominio de estos formatos dentro de la comprensio´n del
sistema de los naturales, es necesario un estudio que controle ciertas caracter´ısti-
cas ma´s profundas de los procesos de comprensio´n, por que de manera general, los
disen˜os, la metodolog´ıa y los ana´lisis de los estudios de transcodificacio´n se diri-
gen sobre los medios y resultados de produccio´n en tareas de lectura y escritura
de numerales. Por esta razo´n, algunas de las preguntas que se han presentado en
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investigaciones sobre el SNBD no responden a interrogantes sobre el conocimiento
que tiene el sujeto que resuelve las tareas, en te´rminos de la comprensio´n de los
sistemas nume´ricos que pueden representarse en el sistema.
Se sugiere que un estudio sobre la comprensio´n del sistema de los naturales puede
contribuir a la investigacio´n sobre la manera como estos conceptos ba´sicos se ex-
tienden sobre otros sistemas nume´ricos, pues la operatividad del SNBD requiere
un dominio ma´s complejo que puede opacar a trave´s de sus formatos de repre-
sentacio´n habituales, la observacio´n del dominio y comprensio´n que el nin˜o tiene
de las operaciones con N (adicio´n y multiplicacio´n). As´ı, puede explorarse si des-
de la adicio´n y la multiplicacio´n con N se puede llegar al dominio del SNBD y a
la extensio´n de principios y propiedades de estas operaciones sobre otros sistemas
nume´ricos ma´s complejos.
En esta direccio´n Saxton y Towse (1998) presentan un estudio que contiene un
disen˜o controlado de variables que pueden relacionarse con la comprensio´n, tanto
del sistema de notacio´n en base 10 como del sistema de los naturales, dentro del
to´pico de la relatividad lingu¨´ıstica o influencia del lenguaje en la representacio´n
de los nu´meros (Miura, 1987; Miura, Okamoto, Kim, Steere & Fayol, 1993).
9. Domino de habilidades ba´sicas para la forma-
cio´n del concepto de nu´mero natural
Para muchos autores (Dehaene, 1997; Lakoff & Nu´n˜ez, 2000) el problema del
dominio nume´rico no reside solo en dominios de cara´cter espec´ıfico o en formalis-
mos de cara´cter matema´tico. Para tales autores, existe una pregunta fundamental:
“How can cognitive science bring systematic scientific rigor to the study of human
mathematical ideas, which lies outside the rigor of mathematics itself?”(Lakoff
& Nun˜ez, 2000; p. xii, e´nfasis de los autores). Esta cuestio´n remite de manera in-
mediata a disen˜os experimentales que puedan controlarse dentro de estudios que
investiguen como ciertas actividades cotidianas o coloquiales pueden contribuir
con la construccio´n de los objetos matema´ticos ma´s ba´sicos y primitivos de nues-
tro pensamiento. De manera general, esta relacio´n entre acciones asociadas a
conceptos nume´ricos que no se registran a trave´s de formalismos matema´ticos o
formatos de representacio´n simbo´lica, tienden a recogerse en el te´rmino “Sentido
Nume´rico”- Number Sense (Dehaene, 1997).
Jones et al. (1996) utilizan este concepto de “Sentido Nume´rico”en una forma que
contradice la definicio´n expuesta. Estos investigadores presentan un marco de ins-
400
El Futuro en la Escuela del Paso de la Aritme´tica al A´lgebra . . .
truccio´n y evaluacio´n del desarrollo de sentido nume´rico con multid´ıgitos7 , en
relacio´n con el concepto de valor de posicio´n. Teniendo en cuenta esta contradic-
cio´n conceptual, un aporte valioso se puede extraer al identificar 4 componentes
claves en el desarrollo de sentido nume´rico con multid´ıgitos: Conteo, Agrupacio´n,
Particio´n y Relaciones nume´ricas.
Para cada componente sen˜alan una definicio´n tomada de investigaciones sobre el
aprendizaje de nu´meros en cada to´pico: para Conteo toman a Bell (1990), Fuson
(1990), Kamii & DeClark (1985), Steffe et al. (1988) entre otros; para Agrupacio´n
se apoyan en Bednarz y Janvier (1988); en Particio´n se refieren desde los estudios
de Resnick (1983), Fuson (1990) y Bednarz y Janvier (1988); para las Relaciones
nume´ricas sen˜alan los estudios de Greeno (1991) y Sowder (1988) como base
conceptual.
10. Conclusiones
El motivo ma´s inmediato de esta ponencia tiene relacio´n con la formacio´n de
nuestros docentes y con la consideracio´n de posibles hipo´tesis como objetos de
intere´s para la investigacio´n de la aritme´tica escolar desde la perspectiva de un
grupo interesado tanto en el dominio de las matema´ticas como en la perspectiva
de un observador atento al sujeto que aprende. Esta propuesta de formacio´n
se orienta hacia la construccio´n de una comunidad acade´mica que tenga como
principio el desarrollo de actitudes investigativas y cient´ıficas desde el aula.
De manera general, se pueden especificar algunos objetivos de los procesos de
formacio´n que permiten actitudes deseables en nuestros docentes (Ferna´ndez,
1979; p.19):
a Desarrollar la curiosidad cient´ıfica expresada en el deseo de conocer y com-
prender que y como ocurren los feno´menos educativos en nuestras aulas
b Desarrollar el escepticismo cient´ıfico
c Contrastar de manera emp´ırica hipo´tesis, interpretaciones y juicios, adop-
tando una actitud critica y no dogma´tica
d Analizar premisas y consecuencias dida´cticas a trave´s del desarrollo de
ha´bitos de razonamiento de tipo cient´ıfico
7Multidigit Number Sense, se refiere al sentido nume´rico involucrado con formaciones
nume´ricas de varios d´ıgitos.
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Sin embargo, estos propo´sitos formativos no pueden surgir aislados del discurso
institucional sobre la oportunidad de trabajar y ser reconocidos por su trabajo
investigativo. El desarrollo profesional de los docentes atraviesa no solo sus inten-
ciones personales; muchas dificultades se presentan cuando la institucio´n escolar,
profesores, administradores y estudiantes no avanzan hacia objetivos comunes.
Esta organizacio´n escolar es fundamental, en el sentido de realizar las planea-
ciones necesarias para proveer espacios, recursos y tiempos donde los distintos
componentes y participantes actu´en coherente, unificada y sistema´ticamente.
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